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We enumerate parallelogram polyominoes and directed and convex polyominoes 
by constructing a bijection between parallelogram polyominoes and some heaps of 
segments. An extension of a Mobius inversion theorem then gives the generating 
functions. &? 1992 Academic Press, Inc. 
Nous enumerons les polyominos parallelogrammes et les polyominos convexes 
diriges en construisant une bijection entre les polyominos parallelogrammes et cer- 
tains empilements de segments. Une extension du thtortme d’inversion de Mobius 
fOUrnit eUSUite kS Sk& gkn&ItrkeS. 0 1992 Academic Press, Inc. 
INTRODUCTION 
Les polyominos sont des objets connus et &dies depuis longtemps en 
combinatoire. 11s interviennent tgalement dans l’btude de certains modeles 
de physique statistique, le plus souvent sous la forme bquivalente 
d’animaux. 
Considtrons le plan R x R. Une cellule Ckmentaire est un carrt 
[i, i + 1 ] x [j, j + 11, oti i et j sont des entiers. On appelle polyomino toute 
union linie de cellules ilementaires, d’inttrieur connexe, et dtlinie a trans- 
lation pres (Fig. 0.1). Si on remplace chaque cellule tlementaire dun 
polyomino par son centre, l’ensemble des points obtenus forme un animal. 
L’tnumeration des polyominos (ou des animaux) gentraux est un probleme 
entierement ouvert, pour lequel on ne dispose a I’heure actuelle que de 
majorations asymptotiques [Kl-Ri 11. 
En revanche, il existe deja de nombreux resultats relatifs a l’enumeration 
de certaines sous-familles de polyominos. La plupart d’entre elles sont 
* Laboratoire Bordelais de Recherche en Informatique. Recherches partiellement soutenues 
par le PRC “Mathematiques et Informatique”. 
196 
0097-3165/92 $5.00 
Copyright 0 1992 by Academic Press. Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
POLYOMINOS CONVEXES DIRIGhS 197 
FIG. 0.1. Un polyomino et l’animal associt. 
dtfinies par des contraintes relevant de deux notions: la convexitk et 
l’existence d’une direction privilt!giCe. 
Un polyomino est verticalement (resp. horizontalement) convexe lorsque 
toutes ses intersections avec les colonnes [i, i + l] x R (resp. lignes 
R x [j, j + 11) du plan sont convexes. Un polyomino qui est a la fois verti- 
calement et horizontalement convexe sera dit convexe (Fig. 0.2). 
Delest et Viennot [De-Vi] ont dtmontre que le nombre de polyominos 
convexes de ptrimetre 2n + 8 est (2n + 11) 4” - 4(2n + l)(z). Chang et Lin 
[Ch-Li] ont ensuite raffine ce resultat en donnant la serie generatrice de 
ces objets selon la hauteur et la Zargeur (c’est a dire le nombre de lignes et 
de colonnes). De fagon gentrale, les series Cnumerant suivant la largeur et 
la hauteur (ou le perimetre) toutes les sous-classes usuelles de polyominos 
convexes sont algebriques (voir, par exemple, [Ch-Li] ou [Boll). 
La notion de polyomino (ou d’animal) dirigk provient de la physique 
statistique, et a tte Ctudite par de nombreux physiciens. Un animal est dit 
dirigk lorsque chacun de ses points peut 6tre atteint depuis un point 
particulier, appele point source, par un chemin restant dans l’animal et 
ne faisant des pas que dans deux directions don&es. Des rtsultats sur 
l’enumeration de ces objets suivant l’aire ont ett don& par Derrida, 
Nadal, et Vannimenus [De-Na-Va], Hakim et Nadal [Ha-Na], Dhar 
[Dhl, Dh2], et, bijectivement, par Gouyou-Beauchamps et Viennot 
Hauteur 
Largeur 
FIG. 0.2. Un polyomino convexe. 
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[Go-Vi]. Un article de synthese sur ce sujet est par exemple celui de 
Viennot [Vil]. 
Cette notion de direction se combine de differentes facons avec la notion 
de convexite preddemment introduite. Par exemple, Delest et Dulucq 
[De-Du] ont Cnumtre les polyominos verticalement convexes et dir@ 
selon l’aire et le perimetre, et les polyominos dirigts diagonalement convexes 
ont et& &dies par Privman et Svrakic [Pr-Sv] (aire) et Fedou [Fe31 
(ptrimetre). 
Si les series gedratrices suivant la hauteur et la largeur des polyominos 
convexes et de leurs principales sous-classes sont dtsormais connues, on ne 
dispose encore que de resultats partiels en ce qui concerne l’enumtration 
suivant l’aire de ces objets. En particulier, on ne sait toujours pas Cnumerer 
les polyominos convexes suivant l’aire. Seule une estimation asymptotique 
a et6 obtenue par Klarner et Rivest [Kl-Ri2] et Bender [Be]. Par ailleurs, 
Bousquet-Mtlou [Bo2] donne un systeme de q-equations dont une des 
composantes de la solution est la serie gbneratrice des polyominos 
convexes, comptts suivant la hauteur, la largeur et l’aire. 
Certains des rtsultats connus, notamment les series gtneratrices des 
diagrammes de Ferrers et des polyominos tas, sont deja classiques (voir par 
exemple [An; Tel). 11s font intervenir des q-series assez simples. Plus 
rtcemment, Delest et Fedou [De-Fe] ont exprime la strie generatrice des 
polyominos parall~logrammes comme un rapport de deux q-analogues de 
fonctions de Bessel. 
C’est ici les polyominos convexes et dirigb que nous Cnumtrons. Les 
parametres choisis sont la hauteur, la largeur et l’aire. Nous retrouvons au 
passage, en le precisant, le resultat de Delest et Fedou sur les polyominos 
parallelogrammes. 
Notre trayail repose sur une bijection entre les polyominos 
parallelogrammes et d’autres objets, appeles empilements de segments. 
Ces empilements de segments sont un cas particulier de la theorie des 
empilements de pieces, formalisee par Viennot [Vi2]. Rappelons que les 
empilements permettent une interpretation geometrique de la theorie des 
monoLdes partiellement commutatifs, introduits par Cartier et Foata 
[Ca-Fo]. Ces monoides sont actuellement abondamment etudies en 
informatique theorique comme modbles des phenomenes de parallelisme et 
de concurrence d’acces a une base de don&es (voir par exemple Perrin 
lYeI). 
Toutefois, il n’est pas necessaire ici de conndtre cette theorie. Nous rap- 
pelons en effet dans le paragraphe I les definitions de base, particularisees 
au cas des empilements de segments, et, dans le paragraphe II, un thtoreme 
permettant d’bnumtrer certains empilements de segments. 
Le paragraphe III prtsente notre bijection entre les polyominos paralklo- 
grammes et certaines pyramides de segments. Cette bijection permet tout 
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FIG. 0.3. Un polyomino convexe. 
d’abord d’enumerer les polyominos paralltiogrammes (paragraphe IV), en 
raflinant le resultat de Delest et Fedou, puis, apres quelques manipulations, 
d’enumerer linalement les polyominos convexes diriges (paragraphe V). 
Rappelons pour linir les definitions prtcises des differentes sous-classes 
de polyominos convexes que nous avons tvoqdes. Toutes ces sous-classes 
peuvent &tre caracterisees par les positions relatives de quatre points 
particuliers du polyomino. 
Soit P un polyomino convexe, et R le plus petit rectangle le contenant: 
P et R ont alors m&me perimetre, ce qui constitue d’ailleurs une carac- 
ttrisation des polyominos convexes. Soit [N, N’] (resp. [ W, W’], [S, S], 
[E, E’]) l’intersection de la front&e de P avec le coti: superieur (resp. 
gauche, inferieur, droit) de R, les points N, N’, W, w’, S, S’, E, E’ Ctant 
rencontres dans cet ordre lors dun parcours de la front&e de R dans le 
sens trigonomttrique (Fig. 0.3). 
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FIG. 0.4. Diffkrentes familles de polyominos convexes. 
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Le rep&rage de ces points permet de dkhir les sous-classes suivantes de 
polyominos convexes. 
(1) Les polyominos parall~logrammes (Fig. 0.4) sont les polyominos 
convexes vkriiiant les deux relations N = E’ et S = W’. 
(2) Les polyominos tas (Fig. 0.4) sont les polyominos convexes 
vkrifiant N = E’ et E = s’. 
(3) Les polyominos conuexes dirigds (Fig. 0.4) sont les polyominos 
convexes vkrifiant N = E’. 
Cette classe comprend en particulier les deux classes prtctdemment 
dkcrites (paralklogrammes et tas) et les ghkralise: tout polyomino 
convexe dirigt: peut $tre vu comme la juxtaposition d’un polyomino 
paralltlogramme et d’un polyomino tas. 
I. EMPILEMENTS DE SEGMENTS: PREMIERES DEFINITIONS 
On s’intbresse ici A l’ensemble 9 des segments de la forme 
P=[a,b]x{n), oti {a,b,n}Ew, l<a<b. Si P=[a,b]x(n) est un 
tlkment de 9, le segment [a, b] sera son support, nod supp(P), et n son 
niveau, not6 niv(P). 
Deux kltments P et P’ de 9 seront dits en concurrence si l’intersection de 
leurs supports est non vide. On notera alors P %? P’. 
Deux sow-ensembles 9, et $ de 9 seront dits en concurrence s’il existe 
au moins un tlkment de YI en concurrence avec un Clkment de Yz. 
DEFINITION 1.1. Un empilement de segments est un sous-ensemble fmi E 
de 9, vtriliant les deux conditions suivantes: 
(i) deux ilkments distincts de E en concurrence ne sont jamais sit&s 
au m&me niveau; 
(ii) pour tout segment P de E, de niveau n non nul, il existe un autre 
klkment de E, en concurrence avec P, de niveau II - 1. 
Tout blkment de E sera appeli: pike de l’empilement E. L’ensemble des 
empilements de segments sera noti: 8. 
DEFINITION 1.2. Soit E un empilement de segments. 
Une pike de E est maximale (resp. minimale) si elle n’est en 
concurrence avec aucune pike de niveau supkieur (resp. infkrieur). 
Un empilement trivial est soit l’empilement vide, soit un empilement 
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dont tomes les pieces sont a la fois maximales et minimales (c’est a dire 
encore de niveau zero). 
Une pyramide est un empilement n’ayant qu’une piece maximale. 
Remarque. Les pieces minimales d’un empilement sont ses pieces de 
niveau zero. 
EXEMPLE. L’empilement de la Fig. 1.1 a quatre pieces maximales et trois 
pieces minimales. 
Nous allons maintenant definir la superposition de deux empilements E 
et F. Elle consiste, intuitivement, a translater verticalement toutes les pieces 
de F dune m&me hauteur, superieure au niveau maximum des pieces de E, 
puis a “laisser tomber” ces pieces sur celles de E. 
PROPOSITION/DBFINITION 1.3. Soient E et F deux ernpilements, avec 
F= {PI, . . . . Pk}. 
(a) 11 existe des entiers n,, . . . . tik, et des ensembles &;, . . . . J$, uniques, 
vdrzyiant les conditions suivantes pour tout i, 1 d i 6 k: 
(i) &= {n/3P~E,niv(P)=n, P%YPp,)u {ni/niv(Pj)<niv(Pi), 
Pj%? Pi}; 
(ii) n, = 0 si A( est vide, 
ni = 1 + max(&) sinon. 
(b) L’ensemble E’ = E v { supp(Pi) x in,}, 1 d i 6 k} ,est un empile- 
ment, qui sera appelg superposition de F sur E, et not.4 E * F. 
EXEMPLE (Fig. 1.2). 
Preuve. (a) On construit les ni et les Jyj par recurrence montante sur 
le niveau des pieces de F. Ainsi, si niv(P,) = 0, &*y = {n/3P E E, niv(P) = n, 
P +Z P,}, ni = 0 si & est vide, nj = 1 + max(&J sinon. 
Supposons avoir construit nj et 4 pour toutes les pieces Pi de niveau 
strictement inferieur a m, -rn > 1. Soit alors Pi une piece de niveau m; on 
connait, d’aprb l’hypothese de recurrence, les valeurs de nj pour toutes les 
3 
2 
1 
0 
1 2 3 4 5 6 7 
FIG. 1.1. Un empilement de segments. 
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Empilement E Empilement F 
Empilement E * F 
FIG. 1.2. Superposition de deux empilements. 
pieces Pi en concurrence avec Pi et de niveau strictement inferieur. On en 
deduit les valeurs de .J et de ni. 
(b) Vtrifions que les conditions (i) et (ii) de la definition 1.1 sont 
satisfaites. La condition (ii) est verifiee du fait de la definition de yli et Jvi‘. 
Par ailleurs, considerons deux segments P et P’ de E’, distincts et en 
concurrence. Trois cas sont possibles : 
- P et P’ sont deux pieces de E; elles ne sont done pas au m&me 
niveau, puisque E est un empilement; 
- P est une piece de E et P’ = supp(P,) x (ni) provient de l’empile- 
ment F. Alors niv(P) est element de 4 et done niv(P’) = IZ~ est strictement 
plus grand que niv(P). 
- P et P’ proviennent de l’empilement F, on a, par exemple, 
P= SUPP(Pi) x in,}, P’ = supp(PJ x {?I,>, avec niv( Pj) < niv( P,). Alors nj 
est element de 4 et done nj est strictement plus petit que ni. 
Dans tous les cas, les pieces P et P’ sont de niveau distinct, et la condi- 
tion (i) est satisfaite: l’ensemble E’ est bien un empilement. 
Remarque. Lop&ration de superposition, notee *, est associative; on 
utilisera done par la suite des Ccritures non parenthtstes. Elle possede un 
element neutre, qui est I’empilement vide. L’ensemble des empilements de 
segments, muni de cette operation, est en fait un monoi’de partiellement 
commutatif au sens de Cartier et Foata [Ca-Fo]. En revanche, il est clair 
que l’optration * n’est pas commutative. 
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II. EMPILEMENTS DE SEGMENTS: THBOR~MES D'INVERSION 
Ces theoremes permettent d’knumker certaines familles d’empilements 
relativement A une valuation don&e. Soit K un corps commutatif, xi, . . . . x, 
des indttermintes; on appellera valuation toute application 
od 9’ est l’ensemble des segments [a, b], 1~ a 6 b, verifiant les conditions: 
- pour tout element s de 9, v(s) est un polynome en xi, . ..) x, saris 
coefficient constant; 
- pour tout monome ~0;’ ...xz, le nombre de segments dont la 
valuation a une composante non nulle relativement a ce monbme est lini. 
La valuation d’une piece sera alors celle de son support. La valuation 
d’un empilement E, encore notee v(E), sera le produit des valuations de ses 
pieces. Les conditions imposees sur v assurent alors la convergence formelle 
de la strie C v(E), ou la somme Porte sur tous les empilements E de F. Si 
6’ est un sous-ensemble de 8, la somme des valuations des empilements de 
&’ converge encore et sera appelte skie gdntratrice des empilements de F’. 
De meme, la sdrie g&&atrice alter&e des empilements de 8’ sera la somme 
formelle C (- l)lE’ v(E), prise sur tous les elements E de G’, ou 1 E( 
dtsigne le nombre de pieces de E. 
Les thPortmes d’inversion suivants permettent de calculer les series 
generatrices de certaines families d’empilements. Le premier d’entre eux est 
I’analogue de l’inversion de Mobius pour les mono’ides partiellement 
commutatifs de Cartier et Foata [Ca-Fo]. 11 permet d’tnumtrer les 
empilements gtneraux. Rappelons que la theorie, devenue classique, de 
I’inversion de Mobius pour les ensembles partiellement ordonnes a et& 
exposte par Rota [Ro]. 
Le second est une gbneralisation due a Viennot [Vi2]. fitant donne un 
sous-ensemble A!’ de 9, on dira, par abus de langage, qu’une piece est dans 
A! si son support s’y trouve. Ce second theoreme permet d’tnumerer les 
empilements dont toutes les pieces maximales (ou toutes les pieces mini- 
males) sont dans ~4’. 
THBOREME 2.1. (i) La st+ie g&dratrice des empilements de segments 
est: 
&@)= ’ c FEY (-l)‘F’ v(F)’ 
oti Y est l’ensemble des empilements triviaux, et 1 PI dksigne le nombre de 
pikes de F. 
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(ii) Soit A? un sow-ensemble de 9’. La she ghhatrice des 
empilements ayant toutes leurs pikes maximales (ou toutes leurs pikes 
minimales) dans A est 
c u(E) = c FE3(C.,H) ( - 1 )‘“I 47 
E/Max(E) c .A c FEZ7 (-l)‘F’ 4F) 
oti S(‘A’) est l’ensemble des empilements triviaux ir pikes dans le 
complt!mentaire de A. 
Preuve. Nous allons simplement montrer le second resultat, puisqu’il 
implique le premier (il suflit de choisir J&’ = 9). En regroupant les couples 
(E, F) donnant la meme superposition E’, on parvient a l’identite: 
c v(E) FFF(-l)‘F’v(F) @‘) 1 Fl)‘F’ 
E/Max(E) E A >( (E.F) 
dans laquelle E’ dtcrit l’ensemble des empilements pouvant s’ecrire F * E, 
oti les empilements E et F verifient les deux conditions suivantes: 
- E est un empilement a pieces maximales dans J&‘, 
- F est un empilement trivial, 
et la seconde somme Porte justement sur les couples (E, F) permettant cette 
ecriture, pour E’ donnt. 
Soit done E’ = F * E, ou E et F satisfont les deux conditions ci-dessus. 
Alors F est inclus dans l’ensemble des pieces minimales de E’. D’autre part, 
F contient l’ensemble F, forme des pieces minimales de E’ qui sont en 
m&me temps maximales et dans le compltmentaire de J?‘: ces pieces ne 
peuvent en effet provenir de E. 
Inversement, si F, contient F0 et est inclus dans l’ensemble des pieces 
minimales de E’, l’unique empilement E, tel que E’ = F, * El a ses pieces 
maximales dans ~42’. Or C, L F1 c Mln(E,) ( - 1 )I F1l = 0, sauf si F, = Min(E’), 
ce qui equivaut a dire que E’ est un empilement trivial a pieces dans ‘Jz’, 
et entraine le thtoreme. 
III. BIJECTION ENTRE LES POLYOMINOS PARALL~LOGRAMMES ET 
LES DEMI-PYRAMIDES DE SEGMENTS 
Soit P un polyomino parallelogramme a n colonnes, notees, de gauche 
a droite, C1, . . . . C,. Pour 1 d i < n, soit b, la hauteur, c’est a dire le nombre 
de cellules, de la colonne Ci. Pour 2 d i< n, soit a, le nombre de cellules 
par lesquelles les colonnes Ci et Ci_ 1 sont en contact, et posons a, = 1 
(Fig. 3.1). On a a, dbl, et, pour i>2, a,bmin(b,, bipl), 
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FIGURE 3.1. 
Exemple. Pour le polyomino parallelogramme de la Fig. 3.1: 
- n=s, 
- (b,, ..', b,)= (3,4, 3, 4,4,2, 2, 2), 
- (aI, . . . . aA= (1,3,3, 3, 3, 1,2,2). 
DEFINITION 3.1. Soit f l’application qui, a un polyomino parallelo- 
gramme P, associe l’empilement f(P) = E, * . . . * E,, oh : 
- Ej est I’empilement rtduit a la piece [a,, bj] x (O), 
- (4, . . . . a,) et (b,, . . . . b,) sont les deux n-uplets associts a P comme 
ci-dessus. 
Notations. Si P est un polyomino parallelogramme rtduit a une seule 
colonne de hauteur b, f(P) = {[l, b] x (0)). Si P est un polyomino 
parallelogramme ayant N colonnes, avec ~12 2, on notera LP’ le polyomino 
parallelogramme obtenu en enlevant a P sa colonne la plus a droite, 
c’est a dire C,. Alors f(P)= {[a,, b,] x {O] > * f(P'), et ceci permet de 
construire f(P) par recurrence. 
EXEMPLE. L’image par f du polyomino de la Fig. 3.1 est 
1 2 3 4 
FIG. 3.2. Image par la bijection f du polyomino de la figure 3.1 
582a/60/2-4 
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Remarquons que sur cet exemple, J(P) est une pyramide, de piece 
maximale de support [l, 31. Ce resultat est en fait general. 
DEFINITION 3.2. Une demi-pyramide de segments est une pyramide de 
piece maximale de support [ 1, b], oti b > 1. 
LEMME 3.3. Soit P un polyomino parallelogramme a n colonnes: 
(i) La piece [a,,, b,] x (0) est la plus a gauche des pieces minimales 
de f (0 
(ii) L’empifement f(P) est une demi-pyramide de segments. 
Preuue. On utilise les notations de la definition 3.1 et on raisonne par 
recurrence sur le nombre de colonnes de P. Si P est reduit a une colonne, 
les deux rtsultats sont evidents. Si P presente n colonnes, avec n 3 2, alors 
f(p) = ( Can3 b,l x (0) > *fW. 
(i) Si la plus a gauche des pieces minimales de f(P) n’est pas 
[a,, b,] x {0}, c’est aussi la plus a gauche des pieces minimales de f(P’), 
c’est a dire, par hypothese de recurrence, [a, _ r, b,- r ] x (0). Mais alors 
(Fig. 3.3), b,- 1 < a,, ce qui, d’apres les proprietes des n-uplets (a,, . . . . a,) et 
(b 1 > ...> b,), est absurde. 
(ii) L’empilement f(P’) est une demi-pyramide. Si f(P) n’en est pas 
une, c’est que la piece rajoutee, [a,, b,] x (O}, est non seulement minimale, 
mais aussi maximale. Mais alors toute piece minimale de f(P’) est aussi 
minimale dans f(P), et sit&e a gauche de [a,, b,] x (01, ce qui est 
absurde d’apres (i). 
PROPOSITION 3.4. (i) L’application f definie en 3.1 est une bijection 
entre les polyominos parallelogrammes et les demi-pyramides de segments. 
(ii) Soit P un polyomino parallelogramme: 
- la largeur de P est &gale au nombre de pieces de f (P); 
- la hauteur de P est la somme des longueurs des pieces de f(P), 
augmentee dun; 
- faire de P est la somme des abscisses des extremitts droites des 
pieces de f (P). 
(La longueur d’une piece de support [a, b] est bien sfir b-a). 
IIlJ&&+ 
a n-1 h-1 a ,, b, 
FIGURE 3.3. 
POLYOMINOS CONVEXES DIRIGbS 207 
Preuve. Montrons d’abord (ii), a partir de la definition 3.1 de J: Soit P 
un polyomino parallClogramme a n colonnes. Alors: 
et done f(P) a bien y1 pieces. La hauteur de P est (Fig. 3.4): 
b,+(b,-uz)+ ... +(b,-a,), c’est a dire 1 + i (bi- a,), 
i=l 
ce qui dtmontre la deuxieme assertion. L’aire de P est la somme des 
hauteurs de ses colonnes, soit b, + b, + .. + b,, ce qui fournit le 
troisieme point. 
(i) Montrons, par recurrence sur le nombre n de pieces de E, le 
resultat suivant: si E est une demi-pyramide de segments, il existe un 
et un seul polyomino parallelogramme P tel que f(P) = E. Si y1= 1, 
E = { [ 1, b] x (0) >, et le polyomino parallelogramme reduit a une colonne 
de hauteur b est le seul antecedent de E par J: 
Soit n 2 2, et supposons le resultat vrai pour les demi-pyramides a y1- 1 
pieces. Soit E une demi-pyramide a rz pieces. Soit [a, b] x (0) la plus a 
gauche de ses pieces minimales, et soit E’ l’unique empilement tel que 
E= {[a, b] x (0)) * E’. Al or-s, E’ est une demi-pyramide a JZ - 1 pieces. 
Si P est un polyomino parallelogramme tel que f(P) = E, on a, avec les 
notations usuelles. 
E=f(P) 
= 1 Can, b,l x W 1 *f (P’). 
D’aprb le lemme 3.3, [a,, b,] x {O} est la plus B gauche des pieces mini- 
males de E, done a, = a et b, = b. D’autre part, f (P’) = E’, et par hypothese 
de recurrence, ceci determine P’ de facon unique. 
Le polyomino P se deduit alors de P’ en “collant” une colonne de 
hauteur b, a droite de P’, de telle sorte que cette colonne et la derniere 
b2- 
bl 
bll- a” 
. . . 
a2 
t IP 
FIGURE 3.4. 
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colonne de P’, de hauteur b, _ 1, soient en contact par a, cellules. Ceci n’est 
possible que pour a, 6 b, _ i . Mais cette inegalite est bien vtrifite, sans quoi 
la piece [a,_,, b,-,] x (0) serait minimale dans f(P) et a gauche de 
[a, b] x {0}, ce qui est absurde. 
EXEMPLE (Fig. 3.5). 
Cette proposition ramene ainsi toute enumeration de polyominos 
paralltlogrammes a une enumeration d’empilements de segments con- 
venablement values. Soit v la valuation dtfinie par v ([a, b]) = ~y~-~q~, 
COROLLAIRE 3.5. Soit a un ensemble de polyominos parallPlogramme,~, 
et f(a) son image par J Soit A la sdrie g&tratrice des polyominos de 67, 
compt&s suivant la largeur (par x), la hauteur (par y), et l’aire (par q), Soit 
A celle des &lt+ments de f (a), valuds par v. Alors A = yA. 
Nous allons desormais pouvoir appliquer les thtoremes d’inversion 
rappel& en II a l’enumeration de certaines demi-pyramides de segments- 
et done a celle de certains polyominos parallelogrammes. 
Ainsi, nous retrouvons tout d’abord le resultat de Delest et Fedou 
[De-Fe; Fe2], relatif a l’enumbration des polyominos paralltlogrammes, en 
le precisant un peu; en effet, la strie gtntratrice donnte ici prend en compte 
non seulement la largeur et l’aire du polyomino, mais aussi sa hauteur, ce 
qui est nouveau. Toutefois, la symetrie de cette serie en x et y, qui est 
evidente, n’apparai’t pas dans cette premiere ecriture. Nous donnons alors 
d’autres expressions pour cette strie, dont son developpement en fraction 
continue, dans lesquelles la symetrie en x et y apparait clairement. 
Nous appliquerons de nouveau par la suite un des thtoremes d’inversion 
pour &valuer la serie gedratrice des polyominos paralltlogrammes dont la 
hauteur de la premiere colonne est fix&e. La methode que nous utilisons 
pour denombrer les polyominos convexes diriges utilise en effet ce resultat. 
FIG. 3.5. Bijection rkiproque def (La pike E, correspond a la jeme colonne du polyomino). 
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IV. I~UM~RATI~N DES POLYOMINOS PARALL~LOGRAMMES 
Notations. On utilisera les notations usuelles intervenant dans l’etude 
des fonctions hypergeometriques basiques: 
(alo = 1, 
(a), = fl (1 - act), n3 1, 
i=O 
(a), = n (1 - aq’). 
i>O 
On notera par ailleurs [In]! le q-analogue de la factorielle de ~1, soit 
(q)J( 1 - q)“, ou encore l.(l+q).(l+q+q2)...(1+q+ ... +qy. 
Enfin, on dtsigne par [a] le q-analogue du coefficient binomial (a), soit 
CnlNCPI! [n-PI!). 
Partitions. Diagrammes de Ferrers. Soit n un entier positif. On appelle 
partition de n h p parts toute suite A,, A,, . . . . AP, oti p b 0 et 1 d /2, < 
A,< ... GAP, telle que A,+&+ ... +l,,=n. 
On represente usuellement les partitions par des diagrammes de Ferrers 
(Fig. 4.1). Remarquons qu’un diagramme de Ferrers est un polyomino 
convexe. 
EXEMPLE. Le diagramme correspondant a la partition 1, 3, 4, 4 est celui 
de la Fig. 4.2. 
L’enumeration des partitions est classique. On peut a ce sujet se rlferer 
au livre d’Andrews [An]. La serie generatrice des partitions, comptees 
suivant leur nombe de parts (par y) et le nombre qu’elles partitionnent 
(par q) est l/(yq), . C’est bien sfir aussi la strie gtdratrice des diagrammes 
de Ferrers comptes suivant la hauteur (ou la largeur) et l’aire, par y et q 
respectivement. 
La serie gtneratrice des diagrammes de Ferrers de largeur n (ou encore 
des partitions dont la plus grande part est n), comptes suivant les memes 
parametres est yq”/(yq),. Celle des diagrammes de Ferrers de largeur 
FIG. 4.1. Diagramme de Ferrers associk g la partition A,, A,, . . . . A,. 
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FIGURE 4.2. 
inferieure ou tgale a n (ou des partitions dont tomes les parts sont 
inftrieures ou &gales a n) est l/(yq),. 
PROPOSITION 4.1. La s&vie gPnPratrice X(x, y, q) des polyominos 
parall~logrammes, comptPs suivant la largeur (par x), la hauteur (par y), et 
Paire (par q) est:  ^
x= -y$ 
avec 
Rz c (-l)~x~q(“:‘) 
n>l (4Ll(Y4)n et 
N= c (-l)Q”q(T) 
n>O (4L (Y4L 
Preuve. D’apres le corollaire 3.5, on est ramene a Cnumerer les demi- 
pyramides de segments. Or, un empilement non vide est une demi- 
pyramide si et seulement si toutes ses pieces maximales sont a support dans 
l’ensemble -A = { [ 1, b], b 2 l}. Le theoreme 2.1 (ii) fournit alors la serie 
generatrice X des demi-pyramides de segments sous la forme 
y= c FE.T(‘“@) (- 1Y v(F) _ l 
CFES (- l)‘F’ u(F) ’ 
od N est la serie gentratrice alternte des empilements triviaux et fi celle des 
empilements triviaux ayant une piece dans J%‘. Le lemme suivant &value N 
et i?. 
LEMME 4.2. (i) La sPrie gtntkatrice alter&e des empilements triviaux est: 
N= c (-l)“.X”q(“:‘) 
n2O (4)* (Y4L . 
(ii) La &rie g&Cratrice alter&e des empilements triviaux ayant une 
pi&e ci support duns { [ 1, b], b >/ 1 } est: 
A= 1 
(-1yx”q(“3 
n>l (4)x-l (Y4L . 
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Preuve. 11 existe une bijection g entre les empilements triviaux a n 
pieces et les couples (a, /I) de partitions a parts inftrieures ou Cgales a IZ 
telle que, si F= ([ai, bJ x {0}, 1 < i< n} est un empilement trivial et 
g(F) = (a> /3): 
- le nombre de parts de /I est CIGiGn (bi- a,), 
- si ( a / (resp. ) p I ) designe le nombre que partitionne a (resp. p), 
c 61=(n;1)+lw~l. 
l<i<n 
Eneffet, soitF={[a,,b,]x{O},ldi<n}, l,<a,<b,<a,<b,< . . . < 
a, < b,. Posons b, = 0, et, pour 1 < i< n, delinissons cli et pi par (Fig. 4.3): 
a,=ai-bbi-l-l, 
Pi=bi-a,. 
On a alors 
i-l 
a,=i+ c (Clk+pk)+CI, 
k=l 
b,=i+ i: (cxk+Pk) 
pour 1 di6n. 
k=l 
Les conditions a,< bi et bj<ai+l entrainent que cli 2 0 et flj 3 0 pour tout 
i. 
On associe alors a Fle couple g(F) = (a, /?), oti CI (resp. 8) est la partition 
ayant ~1,~ i+ 1 (resp. /I,- i+ 1) parts tgales a i, 1 < i < n. On v&lie aistment 
que l’application g satisfait les proprittes annoncees. 
De plus, F a une piece a support dans { [ 1, b], b 3 1 } si et seulement si 
a, = 0, c’est a dire si et seulement si CI est a parts inferieures ou egales a 
n- 1. 
Le lemme decoule alors des resultats relatifs a l’enumeration des parti- 
tions rappel& au debut de ce paragraphe. 11 entraine la proposition 4.1. 
Renzarques. (1) Lorsque y vaut un, on retrouve le resultat de Delest 
1 n r\ r\ r\ ” b 
u - 4d 
al 1 + a2 I+% 
FIGURE 4.3 
212 BOUSQUET-MbLOUAND VIENNOT 
et Fedou [De-Fe], relatif a l’enumeration des polyominos parallelo- 
grammes suivant la largeur et l’aire. La strie gtneratrice obtenue s’ecrit: 
Oh 
Im(t;q)= c (- 1)” r”+“qr:“) n>o Cal! Cn+ml! . 
La serie I, est ainsi le q-analogue d’une fonction voisine de la fonction 
de Bessel d’ordre m. Rappelons que celle-ci est definie par: 
J,(t)= c (- 1)” (t/2)2n+m 
H 2 0 n!(n+m)! 
(2) Les distributions des deux parametres largeur et hauteur, sur les 
polyominos parallelogrammes, sont identiques. Done la fonction X(X, y, q) 
doit etre symetrique en x et y. Pourtant, cette symetrie n’apparast pas dans 
l’expression donnee dans la proposition 4.1 prtddente. Toutefois, une 
transformation simple aboutit B une tcriture symetrique en x et y. 
PROPOSITION 4.3. La shie gknkratrice des polyominos paralMogrammes 
est: 
X(x, Y, 4) = -qJq! 
‘w% Yq) 
L(X>Y) ’ 
LkY)= c 
(-l)“+“xymq(n+;n+l) 
n>O,m>O (q)n (q)m * 
LEMME 4.4. (aq),=x,,.o [(-l)ma’“q(m~l)/(q)m]. 
Preuve. Remarquons que (aq), est la serie gentratrice alter&e des 
empilements triviaux de points, c’est a dire de segments de longueur nulle, 
values par leur nombre de pieces (par a), et la somme des abscisses des 
pieces (par q). En reprenant la bijection g definie dans la preuve du 
lemme 4.2, on constate que ces empilements sont en bijection avec les 
couples de partitions (a, p) ou p est vide. Le rtsultat s’en deduit. 
Preuve de la proposition 4.3. I1 sufht de multiplier par (yq), le 
numtrateur fi et le denominateur N de l’expression de la proposition 4.1 
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donnant X. 11 vient ainsi: (yq)oc;N=C,S, [(-l)“x”q(“:‘)(yg”+‘),/(q),]. 
En appliquant le lemme 4.4 avec a = yq”, on obtient 
(YqLoN= 1 (-l) 
*+“‘x)Iymq(~~~)q(~y~)qmri 
n2O,m>O (4L (4Ln 
=~>~z>o(-l)“+“X”y’“q(“+‘:+l) 
/1 , (4)n (4Ll 
= L(x, Y). 
D’autre part, 
-Y(Y4Lc fi=y 
=Y 
c C-1) n+’ x”q(“3 (yqn+l)m 
n&l (4L 1 
y C-1) 
n+m+l x*ymq(“;l) q(“fl;l) q”” 
= xyquxq, Y4). 
LEMME 4.5. L’application L dt!finie dans la proposition 4.3 par 
-WY)= c (-l) 
n+aiXny)nq(“+;n+l) 
n>O,m20 
(q) (q) 
n m 
est l’unique sPrie formelle solution de la q-tquation en H, 
H(x, Y) = Cl- dx +Y)) H(xq, .w) - w3 ff(xq2, .w2), (El 
vkrzj?ant H(0, 0) = 1. 
Preuve. La fonction H(x, y) = CnaO, maO x~~~H,,~ est solution de 
l’tquation (E) si et seulement si on a simultantment : 
Cl-q”)Hn,o= -q”Hn-I,o pour n > 1, 
Cl-q”)Ho,n= -fHo,n-1 pour n 2 1, 
(1-qn+m)H,,,=-qn+m(H,-l,m+H,,,_1)-q2n+2m+1H,_,,,_, 
pournBletma1. 
Ces trois kquations sont Cquivalentes aux trois suivantes: 
Ho., = Hi,,09 
H J-l)Eq(T)H 
n,O 
(4L OzO’ 
(1 -q”‘” ) H,,, = -q”+m (H,-1,,+H,,,-1)-q2n+2m+‘Hn~I,m-1 
pourn31etm31. 
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Nous allons prouver que, si H,,, est fix&, les H,, sont entierement 
determines par ces equations. Montrons par recurrence sur i la propriete 
suivante : 
pour tout n B 0, H,,i et Hi,, s’tcrivent comme le produit de H,,, par 
une fraction rationnelle en q. Ce resultat est vrai pour i= 0. Supposons 
qu’il soit vrai pour l’entier i. La troisieme des equations ci-dessus permet 
alors d’exprimer H,, i + 1 en fonction de H,.i et H,- I,i, qui, par hypothese, 
ont la forme d&sir&e, et de H, _ l,i+ 1. Une recurrence sur n acheve alors la 
preuve, car H,,i+ I est de la forme annoncee. On &value de m$me Hi.,+ 1 
pour tout n. 
Done, si H,,, est une strie formelle en q, il existe une unique solution de 
l’equation (E) telle que H(0, 0) = H,,,. En particulier, il existe une unique 
solution de (E) telle que H(0, 0) = 1. Pour montrer que cette unique 
solution est la fonction L, il suffit de verifier que les recurrences ci-dessus 
sont bien satisfaites par les L,, = ( - 1 )n+m q( n+T+l)/(q),z(q)m, ce qui se 
fait simplement. 
COROLLAIRE 4.6. La she gknhatrice des polyominos paraMogrammes 
admet le dhveloppement en fraction continue suivant : 
ax, Y> 9) = 
XYq 
l-q(x+y)- 
xYq3 
l-qj(x+y)- 
xYq5 
I-qS(x+y)-5. 
Preuve. Divisons par L(xq, yq) l’tquation du lemme 4.5, appliquee a 
H = L. I1 vient: 
Lb> Y) = 1 - q(x + y) - xyq3 wq2, Yq”) 
LhA Y41 W% Y4) ’ 
ce qui s’tcrit encore, puisque X= xyq(L(xq, yq)/L(x, y)): 
m, Y, 4) = 
XYcl 
1 - 4(x + Y) - Jwl> Yq> 4)’ 
et entraine le developpement en fraction continue annonct. 
Remarque. Ce resultat, dfi a Gessel [Gel, se demontre aussi en combi- 
nant: 
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- d’une part la thtorie generale de Flajolet [Fll] interpretant les 
fractions continues de Jacobi comme somme de poids de certains chemins 
values, appeles chemins de Motzkin, 
- d’autre part la bijection classique entre polyominos paralltlogram- 
mes et chemins de Motzkin color&s (voir, par exemple, Delest et Viennot 
[De-Vi]). 
v. 6NUMhRATION DES POLYOMINOS CONVEXES DIRIGbS 
(1) D&composition des Polyominos Convexes Dirigks 
Soit P un polyomino convexe dirige a k colonnes, notees, de gauche a 
droite, C,, . . . . C,. Soit p le plus petit entier tel que P, prive de ses p - 1 
premieres colonnes, soit un polyomino parallelogramme. On a 16~ 6 k. 
Le polyomino parallelogramme P, forme des colonnes C,, . . . . C, est appele 
polyomino paralMogramme maximal de P. Soit n + 1 sa hauteur 2 gauche, 
c’est a dire la hauteur de sa premiere colonne C,. Le polyomino forme des 
colonnes C,, . . . . C, est un polyomino tas de hauteur n + 1. En supprimant 
la cellule infirieure de sa dernilre colonne C,, on obtient un nouveau 
polyomino tas, Pz, de hauteur n. 
De plus: 
- la hauteur de P est celle de P,, 
FIG. 5.1. D&composition dun polyomino convexe dirigC (Ici, p = 4 et n = 4). 
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- la largeur de P est la somme de celles de P, et P,, diminuee de un, 
- l’aire de P est la somme de celles de P, et P,, diminute de n. 
(Par commodite, on conviendra ici que le polyomino tas vide est de 
hauteur et d’aire nulles mais possede une colonne.) 
L’application d detinie par d(P) = (P,, P2) est alors une bijection entre 
les polyominos convexes diriges dont le polyomino parallelogramme 
maximal est de hauteur a gauche y1+ 1 et les couples (PI, P2) form&s dun 
polyomino parallelogramme P, de hauteur a gauche n + 1 et dun 
polyomino tas P,, de hauteur n. 
Nous allons enumerer les polyominos convexes diriges en nous inspirant 
de cette decomposition. Nous aurons done besoin de connaitre d’une part 
la serie generatrice des polyominos tas de hauteur donnee, et d’autre part 
celle des polyominos paralltlogrammes de hauteur a gauche don&e. 
(2) hnumdration des polyominos tas 
Nous rappelons d’abord l’expression-classique-de la strie gentratrice 
des polyominos tas de largeur donnee. Mais, lors de l’enumtration des 
polyominos convexes diriges, c’est de la serie gtntratrice des polyominos 
tas de hauteur donnee dont nous avons besoin. Nous demontrons alors une 
formule qui r&out ce probllme. 
lbumdration “classique.” Soit P un polyomino tas a m colonnes, c’est a 
dire de largeur m. Ce polyomino est la juxtaposition (Fig. 5.2) de deux 
diagrammes de Ferrers P, et P, tels que P, ait m colonnes et P, stricte- 
ment moins de m colonnes. Le nombre de lignes (resp. l’aire) de P est alors 
la somme des nombres de lignes (resp. aires) de P, et Pz. 
La serie generatrice des diagrammes de Ferrers B m colonnes &ant 
Yqrnl(Yq)w et celle des diagrammes de Ferrers ayant au plus m - 1 colon- 
nes ttant l/( yq),- r, on obtient le resultat suivant, qui precise celui de 
Wright [ Wr ] : 
FIG. 5.2. Un polyomino tas. 
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LEMME 5.1. La &vie gtneratrice T(x, y, q) des polyominos tas comptes 
suivant la largeur (par x), la hauteur (par y), et I’aire (par q), est 
T= c X”YP 
m>l (Yq)m-1 (Y4)m 
Une nouvelle enumeration. La proposition suivante fournit le dtveloppe- 
ment en y de la strie T. 
PROPOSITION 5.2. La s&vie genbatrice T(x, y, q) des polyominos tas 
comptes suivant la largeur (par x), la hauteur (par y), et l’aire (par q), est 
don&e par l’egalite 
ou T, est un polyname en x et q a coefficients entiers positifs, defini par la 
recurrence suivante : 
TO= 1, T,= 1, 
T,=2T,_, + (xq”-‘- 1) T,-, pour n 3 2. 
Ce polyndme admet en fait l’expression explicite suivante : 
T,,=l+ 
Preuve. Notons FH le coefficient de y” dans T, c’est A dire la skrie 
gCntratrice en x et q des polyominos tas de hauteur n. Soit P un polyomino 
tas de hauteur n, A m colonnes, notkes, de gauche B droite, C,, . . . . C,. 
Exceptionnellement, on munit le plan d’un rep&-e orthonormk tel que P 
soit inclus dans le rectangle 0 dxdm, 0 d y dn (Fig. 5.3). Soit alors 
FIGURE 5.3. 
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(0) x [bi, si] la projection de Ci sur l’axe Oy, parallelement a Ox; la base 
(resp. le sommet) de la colonne Cj est bj (resp. si). 
Remarquons que l’on a b, 3 b2 2 . . . >,b,=O et s,ds,< ... ds,=n. 
Pour IZ > 3, distinguons cinq situations: 
(1) m = 1. Le polyomino P est reduit a une colonne; sa valuation 
est xq”. 
(2) m32, b,-, = 0, s,- r = IZ. En supprimant C,, on obtient alors 
un polyomino tas de hauteur n. La serie gtntratrice des polyominos tas 
relevant de ce second cas est done xq”T,,. 
(3) mZ2, b m _ I >, 1. En supprimant la cellule inferieure de C,, on 
obtient un polyomino tas de hauteur y1- 1, ayant deux colonnes au moins. 
La serie gtneratrice des polyominos tas relevant de ce troisieme cas est 
done q(T,-l-xq”-l). 
(4) m 3 2, s,- I 6 IZ - 1. En supprimant la cellule superieure de C,, 
on obtient un polyomino tas de hauteur n - 1, ayant deux colonnes au 
moins. La serie generatrice des polyominos tas relevant de ce quatrieme cas 
est done q(T,_l-xq”-l). 
(5) m>2, b,-,>A s,,- I d y1- 1. En supprimant la cellule 
superieure et la cellule inferieure de C,, on obtient un polyomino tas de 
hauteur n - 2, ayant deux colonnes au moins. La serie gtneratrice des 
polyominos tas relevant de ce cinquieme cas est done q2 (T, _ 2 - xq” ~ “). 
Finalement, on obtient en regroupant ces cinq cas: 
(l-xq”) Tn=2qTnn-1-q2Tnp2. 
Lorsque IZ vaut un (resp. deux), seul les cas (1) et (2) (resp. (l), (2), (3), 
et (4)) sont possibles; les equations obtenues fournissent alors successive- 
ment : 
- T’=(lYxq)’ - xq2(1 + xq) puis T’=(l-xq)(l-xq2). 
On montre alors par recurrence sur n que T, = xqnT,/(xq)n, avec T1 = 1, 
T,=l+xq, et T,=2T,-,+(xq”-‘-l)T,-, pour ~223. En posant 
T, = 1, cette recurrence est vraie pour n 3 2. Elle peut aussi s’ecrire 
(T,-T,~,)=(T,_,-T,_,)+x~“-‘T,_~, ce qui permet de dtmontrer 
que les polynomes T, - T,_ r et T,, sont a coefficients entiers positifs. 
Cette relation de recurrence permet aussi d’interpreter T, comme 
polynbme Cnumerateur de certains mots. Si u est un mot forme sur 
l’alphabet {a, b}*, ayant k occurrence de a, on appellera indice du Major 
de U, et on notera Maj (u), la somme p1 +p2 + ... +pk, dans laquelle pi 
dtsigne la position dans u de la jIbme occurrence de a. On appellera 
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indice impair du Major, et on notera Maji (u), la somme p1 +p3 + ... + 
yZLck+ 1),2,-I des positions des occurrences impaires de a. 
Rappelons le rksultat classique suivant (qui se dtmontre par rhcurrence, 
par exemple): 
c q 
u/ILL =?I 
(ol,,=k 
oti 1 u / dhigne la longueur du mot u et 1 ula le nombre d’occurrences de a 
dans u. 
Nous allons dkmontrer le rtsultat suivant: 
T,= 1 xk c qMajiCw)* 
O<k<Ln/Zl w/lwl=n. lwl,=2k 
Soit ?;, le membre de droite de cette identitk. Alors To = TI = 1. 
Pour II > 2, I’ensemble des mots w  de (a, b} * de longueur ~1, ayant un 
nombre pair d’occurrences de a, peut etre partitionnk en trois sous-ensem- 
bles, respectivement d&finis par: 
(1) w  = vb, oh v est un mot de longueur 12 - 1. La skrie ghtratrice 
des mots de ce sous-ensemble est pn _ 1. 
(2) w  = vaa, oh u est un mot de longueur II - 2. La strie gtntratrice 
des mots de ce sous-ensemble est xq”- ’ Fn,-,. 
(3) w  = vba, oh v est un mot de longueur n - 2. Alors Maji (w) = 
Maji (vu), et vu est un mot de longueur n - 1 finissant par la lettre a. 
Le rksultat du premier cas montre que la sCrie gCnQatrice des mots de ce 
dernier sous-ensemble est F,, _ 1 - F,, _ 2. 
Finalement, Fn = 2pn ~ 1 + (xq”-‘- 1) Tnpz. Les polyn6mes Tn satisfont 
la m&me relation de rtcurrence que les polynbmes T,, et leurs premkes 
valeurs cohcident, ce qui dtmontre le rbsultat. 
Cette interprtttation permet de retrouver la formule explicitant T,, do&e 
dans la proposition 5.2. Elle est due B Flajolet [Fl2], qui l’a dkduite de la 
relation de rkurrence. Pour k > 1, considtrons en effet la bijection 4 qui, $ 
un couple (u, v) de mots de {a, b} *, tel que u ait k occurrences de a et que 
v en ait k - 1, associe le mot w  construit comme suit: si u = bnaabnl . . . ab”’ 
et v = b”i abm2 . . . abmk avec mi> 0 et n,>O pour tout i, alors w  = 
bnoab”‘~ab”~abm2abnza.. . ab”kabmk. On vtrifie facilement les trois propriktb 
suivantes: 
- Iw(=lul+lv(+l, 
- Iwl,=2k, 
- Maji (IV) = Maj (u) + Maj (v). 
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On deduit alors de l’existence de cette bijection que: 
T,=l+ 
1 .kL2, Xk 
c 
qMaj(u) qMaj(u), 
(~.ti)/lu/+/u/=n-l,lul,=k,Ivl,=k~l 
ce qui, compte tenu du resultat rappel& ci-dessus sur l’enumtration des 
mots selon l’indice du Major, mene a: 
T,,=l+ c (xkyPy[;][“;:; ‘I). 
lckSLn/21 
(3) l&urn&ration des polyominos parall~logrammes de hauteur ci gauche fixee 
PROPOSITION 5.3. Soit n 3 1. La s.&rie g6nCratrice X’“’ des polyominos 
parall~logrammes de hauteur ci gauche (ou 2 droite) n est 
N-W) X’“‘=xy”q” N(x) ) 
avec, comme duns la proposition 4.1, 
N(x)= c (-l)‘x’q(W 
j>O (4)jCYq)j ’ 
Preuve. La premiere colonne du polyomino P est de hauteur n si et 
seulement si la piece maximale de f(P) est de support [l, n]. D’apres le 
theoreme 2.1 (ii), la serie gtntratrice des demi-pyramides non vides de 
piece maximale de support [l, n] est: 
c ~c~([:[1,.~))(-1)‘~‘u(F)_~= N’“’ 
c FE.7 (- 1Y v(F) N’ 
ou N est de nouveau la serie gentratrice alter&e des empilements triviaux, 
donnte par le lemme 4.2, et N’“’ est celle des empilements triviaux compre- 
nant une piece de support [ 1, n]. 
Soit alors t, l’application qui, a l’empilement trivial F= { [ai, bi] x (O}, 
1 <i<k} associe t,(F)= {[l,n] x {O}] u {[ai+n, bi+n] x {0}, 1 <i<k}. 
Cette application est une bijection entre les empilements triviaux et les 
empilements triviaux contenant une piece de support [ 1, n]. 
De plus, la valuation de t,(F) est (Fig. 5.4): 
u(t,(F))=xq”y”-‘q’%(F) 
=xq”y-‘v(F),,,,.. 
En sommant cette tgalite sur tous les empilements triviaux F, il 
vient : N’“’ = - xq”y” - ’ N(xq”). 
La proposition 5.3 s’en deduit compte tenu du corollaire 3.5. 
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FIGURE 5.4. 
(4) bwntration des polyominos convexes dirigb 
En regroupant les r&hats des propositions 5.2 et 5.3, nous allons main- 
tenant pouvoir enumtrer les polyominos convexes diriges. 
PROPOSITION 5.4. Soit Y(x, y, q) la strie gtnkatrice des polyominos 
convexes dirigks comptks suivant la largeur (par x), la hauteur (par y), et 
l’aire (par q). On a: 
R-G 
y=J>------ 
N ’ 
avec 
N= c (-l)Hx”q(n:l) 
*>fJ (4L(Y9)n ’ 
A= c (-l)~xBqW 
n>, (4L1 (Y91, ’ 
et 
m=O (4)m (Yqm+lLm-l 
LEMME 5.5. Soit n 3 0. La stkie g&nkratrice des polyominos convexes 
dirigks dont le polyomino parall~logramme maximal est de hauteur b gauche 
n+ 1 est 
oli N(x) est donnd clans la proposition ci-dessus et T,, est le polynGme en x 
et q difini dans la proposition 5.2. 
Preuve. If suflit de reprendre la decomposition de ces objets d&rite au 
debut de ce paragaphe, et d’utiliser les resultats des propositions 5.2 et 5.3 : 
(i) la serie generatrice des polyominos parallelogrammes de hauteur 
a gauche n + 1 est : 
XY 
n+Iqn+I ww+‘) 
N 
(Proposition 5.3). 
582afhQp5 
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(ii) la strie gtnkratrice des polyominos tas de hauteur n 
est : [xynqnTn/(xq)n] (Proposition 5.2). 
Mais alors, la sCrie gkntratrice de tous les polyominos convexes dirigb 
est : 
wq"+')T, y= c Xy-+lqn+l N 
fl>O (Xdn' 
soit encore, compte tenu de la dkfinition de N, 
Y=$ c 
ma0 
(-l))nqr:*) 
=- &To [ (q)m (yq)m W+’ xmTk.wm, 4)) >1 
oh W>y>q)=G,a,1 [xy”q”TJ(xq),] est, d’aprks la proposition 5.2, la 
skie gtnkratrice des polyominos tas. 
Mais on a aussi T(x, y, q) = Ena 1 [x”yq”/(yq), _ 1 (yq),] d’aprb le 
lemme 5.1, et done: 
Le changement de variables (m + TZ, m) --f (n, m) dans la seconde somme 
mkne A: 
c (-I) 
m+l XMq(m;l) 
rn21 (4),-l (YqL-1 
+yc xnqn 
( ( n21 (vq)n 
Yfl (-1)MqK2) 
rn=O (q)m (Yqm+%-m-l ))I ’ 
et, en regroupant la premike somme avec les termes de la seconde somme 
obtenus pour m = II - 1, on obtient finalement le rksultat de la proposi- 
tion 5.4. 
Remarques. (1) La skrie gtntratrice Y(x, 1, q) des polyominos 
convexes dirigks compttts suivant la largeur (par x) et l’aire (par q) est 
donnte par : 
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I1 &it de remplacer y par 1 dam l’expression de la proposition 5.4 pour 
obtenir ce r&&at, que l’on peut encore Ccrire: 
oh Zo(c 4) = IL>0 [( - 1)” t”qG)/( [n-J!)’ a pp arait aussi dans la sbie 
gkntratrice des polyominos parallklogrammes et 
II( c ( 
(-ipnfl 
-f 
n>O Cnl! Cn+ 111 m=O 
(-l)“q(T) 
) 
Or, lorsque q vaut un 
Done 1, (t; q) est un q-analogue de la partie impaire de la fonction 
Cnao [( - 1)” t”+‘/n! (n + l)!], voisine de la fonction de Bessel Jl(t) = 
Cn>O [(-1)” (t/2)2”+1/n! (n+ l)!]. 
(2) De nouveau, les distributions des paramktres largeur et hauteur 
sont identiques sur les polyominos convexes dirigtts. Done la fonction 
Y(x, y, q) est symttrique en x et y, mais cette symktrie n’apparait pas dans 
l’expression de la proposition 5.4. Lors de l’knumtration des polyominos 
parall~logrammes, nous avons montrk que les fonctions y(yq), fi et 
(yq),N sont symktriques en x et y. Done la fonction y(yq), R doit Etre 
aussi, mais nous ne disposons pas d’un dtveloppement simple, symktrique 
en x et y. 
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